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Exercice 1. a. La matrice A est réelle et symétrique. Elle est donc diagonalisable d’apres le
Théoréme Spectrale. (1 pt)
b. Le polynoéme caractéristique de A est

X -2 -2 X+4 -2 -2
det(XIs—A)=| -2 X—1 0|=| —2x X-1 0=
—2 0 X+1 —2 0 X+1
X -2 -2 1 -2 -2 1 -2 -2
—2X X -1 0|=X|-2 X-1 0|=x|0 X-5 —4|=
2X 0 X+1 2 0 X+1 0 4 X+5

X(X?-25+16) = X(X?-9) = X(X —3)(X +3). (2 pts)

c. Les valeurs propres de A sont donc —3,0,3. (1 pt)
d. On détermine des générateurs des espaces propres E_s3, Ey, F3 :
Pour E_3, résolvons

T —3x -2y -2z =0 —2x —4y =0
(=3I3—A)|y]| =0 ¢ —2z —4y =0 ¢ -3z -2y -2z =0 &
z —2x -2z =0 —2x -2z =0
r 42y =0 r 42y =0 r 42y =0
—3x -2y -2z =0 < vy -2z =0 < 4 -2z =0 <
—2z -2z =0 4y -2z =0 0 =0
T 2y = —z v 1C !
{y_lz o] =(22] =22
z z 1
On a donc
-1 -2
E_3=Vect(| 3 |)=Vect([ 1 |). (1 pt)
1 2
Pour Ey, résolvons
x -2y -2z =0 -2z -y =0
03—A)|y| =0 -2z —y =0 &< -2z +z =0 &
z —2z +z =0 -2y -2z =0
-2z -y =0 —2x -y =0
y +z =0 & y +z =0 @{ v~y Y :8@
2y —2z =0 0 =0 Y
1 1
—2r =y=—z x 52 z 2% 2
y y z z 1
On a donc
1 1
Eo=Vect(| —1|)=Vect(| -2 ]). (1 pt)
1 2



Pour Ej3, résolvons

T 3r -2y —2z =0 -2z 42y =0
BL-A)|y| =0 -2z +2y =0 & 3r -2y -2z =0 &
z —2z +4z = —2x +4z =0
T =y =0 T =y = T -y =0
3r 2y -2z =0 & y —2z =0 & y —2z =0 <
—2x +4z =0 —2y 44z =0 0 =0
Tz -y =0 r =y=2 v 2z 2
9. —0 € — 9, Slyl=[(22]=21(2
y - y = z z 1
On a donc
2
Es=Vect(|2]). (1 pt)
1
Soit P la matrice dont les colonnes sont les générateurs de ces espaces propres :
-2 1 2
P=|1 -2 2]. (1pt)
2 2 1
D’apres le cours, P est inversible et
-3 0 0
P'AP=(0 0 0
0 0 3
e. On calcule :
-2 1 2 -2 1 2 9 0 0
tpp=11 -2 2 1 -2 2]=10 9 0] =9I3. (1pt)
2 2 1 2 2 1 0 0 9
Donc P n’est pas orthogonale, mais %P lest car
H3P)(iP)=3'PiP = 'PP = 1913 = I3,
et on a toujours
-3 0 0
(3P)"'A(3P) =3P 'ALP=P'AP=( 0 0 0
0 0 3

Donc, si on prend %P au lieu de P, on a bien une matrice orthogonale qui diagonalise A. (1 pt)

Exercice 2. a. On a

SERNNERE
— 12 2 2| 1
A_%%01_21102(1pt)
I 1 9 112 0

b. On déroule I'algorithme de Gauss :
wx +wy +wz +xy + vz + 2yz =
wr+w(y +2) +x(y+ 2) + 2yz =
(wty+2)(@+y+z)—(y+2)°+2yz=
iwry+z4+a+y+2)?
GAw+z+2y+22)7 - E(w—2))?—y*—2%=

Gw+iz+y+2)7°—(Gw—3z)*—y* -2 (3 pts)

—fwtytz—z—y—2? -y 2=

Si on pose donc

%%11 1 1 22
wolz 2 00| _.|1L -1 00
0 0 1 o] 2lo 0 2 0]’
0 0 01 0 0 0 2



on a

Qw,z,y,z) = Q'(M ),

w
T
)
z

oll Q' est la forme quadratique diagonale
Q/(w',x’,y’,z') _ (wl)2 o ($I)2 o (y/)2 o (Z/)2
sur R%. (1 pt)
c. D’apres le b, la matrice de la forme bilinéaire symétrique Q" est la matrice diagonale

1 0 0 0

0o -1 0 O

0 0 -1 0

o 0o 0 -1

A/ = II,S =

La signature de @ est donc (1,3). (1 pt)
d. D’aprés le b, on a tMA’'M = A. Comme M est inversible, on pose P = M~1, et on a
tPAP = A’, qui est bien diagonale avec coefficients diagonaux égaux & =1 (1 pt). On détermine

donc P = M~!, par exemple en effectuant la méthode du pivot de Gauss-Jordan sur la matrice en
blocs (M|14) :

%%111000 3 5 1 1/1 000
3 3 0001 00| fO -1 -1 -1/-110 0|
0 0 1 0/0 0 1 0 0 0 1 0|0 010
0 0 0 1/0 0 0 1 0 0 0 1]0 001
i3 1 0[1 00 -1 i 3 001 0 -1 -1
0 -1 -1o0/-110 1 | [O0O-100-11 1 1 |
0 0 1 0[0 01 0 0 0 1 0/0 0 1 0
0 0 0 1]0 00 1 0 0 01,0 0 0 1
i 0 00|+ 3+ -3 -1 1 0001 1 -1 -1
0 -100f-11 1 1 | [0100/1 -1 -1 ~1
0 0 10/0 0O 1 0 001 0[0 0 1 0
0 0 010 0 0 1 000 1/0 0 0 1
La matrice P est donc
1 1 -1 -1
1 -1 -1 -1
P_0010.(2pts)
0 0 0 1
d. On calcule
1 1 00 01 1 1\ /1 1 -1 -1
¢ 1 -1t oo0f,fr 0 1 1|1 -1 -1 —1]_
PAP=| 4 1 1 ofl2{1 10 2|0 0o 1 o
-1 -1 0 1 1120/ \0 0 0 1
11 2 2\/1t 1 -1 -1 2 0 0 0
-11 0 0 1 -1 -1 -1 0 -2 0 0
1 _ 1 Y
2o 0 -2 oo o 1 o] 2|0 o —2 o|=4 @pY)
00 0 -2/\0o 0 0 1 0 0 0 -2



